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Дан обзор теоретико-групповых методов, применяемых в квантовой
химии. Подробно рассмотрен метод построения базисных функций непри-
водимых представлений конечных групп с помощью проекционных опера-
торов. Особое внимание уделяется применению теории групп перестановок
для построения собственных функций оператора квадрата полного спи-
на S2 и получению замкнутых формул для матричных элементов гамиль-
тониана в состоянии с определенным значением S. Изложен метод на-
хождения разрешенных молекулярных состояний и порядков секулярных
уравнений, возникающих в вариационных квантовохимических расчетах.
Обсуждается применение математического аппарата непрерывных групп в
квантовохимических расчетах.
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I. ВВЕДЕНИЕ

Методы теории групп в настоящее время широко применяются в хи-
мии. В основе применения абстрактного аппарата теории групп к кон-
кретным вопросам строения молекул лежат свойства симметрии иссле-
дуемых объектов. Можно выделить два типа симметрии: а) симметрия
относительно пространственных преобразований, б) симметрия относи-
тельно перестановок тождественных частиц. Оба эти типа симметрии
вытекают из свойств уравнения Шредингера для многоэлектронных си-
стем.

Помимо симметрии относительно преобразований координат реаль-
ного трехмерного пространства для ряда задач уравнение Шредингера
может обладать симметрией относительно преобразования переменных
в некотором фиктивном и-мерном пространстве. В таких случаях говорят
о скрытой или динамической симметрии. Хорошо изученным примером
такой симметрии является открытая Фоком симметрия записанного в
импульсном представлении уравнения Шредингера для атома водорода
в четырехмерном пространстве динамических переменных.
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Многие привычные понятия, используемые в квантовой химии, осно-
ваны на теоретико-групповых свойствах многоэлектронных систем. Так,
принцип Паули связан с запретом для многоэлектронных систем всех
неприводимых представлений группы перестановок электронов, кроме
антисимметричного. Сохранение во времени различных величин, харак-
теризующих состояние молекулы, таких, как спин, импульс и орбиталь-
ный момент изолированной молекулы, связано с тем, что эти величины
характеризуют неприводимые представления групп, операции которых
оставляют инвариантным гамильтониан системы.

Привлечение аппарата теории групп дает возможность качественно
выяснить ряд свойств рассматриваемых систем, не прибегая к численным
расчетам: например, определить степень вырождения и симметрию раз-
решенных состояний, вероятность квантовых переходов (правила отбо-
ра). В то же время теория групп существенно упрощает и количествен-
ный расчет, поскольку позволяет получить эффективные расчетные фор-
мулы для матричных элементов искомых физических величин.

В настоящем обзоре уделено внимание обоим аспектам применения
аппарата теории групп. Подробно рассмотрено построение базисных
функций неприводимых представлений с помощью операторов проекти-
рования. Такая методика позволяет полностью стандартизировать эту
процедуру и не требует решения систем уравнений, либо привлечения
интуитивных соображений для выбора независимых функций, как это
еще часто предлагается во многих квантовохимических руководствах.

Особое внимание уделено в данном обзоре ^построению собственных
функций оператора квадрата полного спина Sz. В случае сохранения
спина антисимметричная полная волновая функция, являющаяся соб-
ственной функцией оператора S2, может быть представлена в виде ли-
нейной комбинации произведений координатной и спиновой функций,
преобразующихся по сопряженным неприводимым представлениям груп-
пы перестановок. В результате удается развить эффективные методы
классификации молекулярных состояний, получающихся при конкрет-
ном квантовохимическом расчете, т. е. найти разрешенные типы точеч-
ной симметрии и отвечающие им значения электронного спина (см. гл. V).
Секулярное уравнение вариационной задачи разбивается на секулярные
уравнения для каждого молекулярного мультиплета.

Для расчета свойств молекулы, не зависящих от спиновых взаимо-
действий, достаточно знать только координатную волновую функцию,
перестановочная симметрия которой однозначно связана со значением
полного электронного спина. Такой подход был предложен автором дан-
ного обзора 1 - 3 (метод координатных волновых функций) и независимо
Матсеном4·5 (spin-free quantum chemistry). Использование координат-
ных волновых функций вместо детерминантов Слейтера позволяет по-
лучить замкнутые формулы для матричных элементов гамильтониана в
состояниях с определенным значением спина 5. В главе VI данного об-
зора приведены такие выражения в случае конфигурации неортогональ-
ных орбиталей. Формулы для конфигураций ортогональных орбиталей
получаются как частные случаи общих формул. Эти формулы использу-
ются далее (гл. VII) для вывода спин-спроектированных уравнений са-
мосогласованного поля в случае произвольной молекулярной конфигу-
рации, содержащей как закрытые, так и открытые оболочки.

В последние годы в квантовой химии помимо традиционных точеч-
ных групп, а также группы перестановок, получили применение унитар-
ные группы6-9. В заключительном разделе данного обзора излагается
подход к расчету многоэлектронных систем, основанный на применении
.аппарата унитарных групп, и обсуждаются его возможности.



Применение методов теории групп в квантовохимических расчетах 1029

II. ГРУППЫ СИММЕТРИИ УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА.
ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ
НЕПРИВОДИМЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

В основе всех применений теории групп в квантовой механике лежит
результат, полученный Вигнером в 1927 г.10 и называемый часто теоре-
мой Вигнера, а именно: волновые функции, принадлежащие к одному
уровню энергии, преобразуются по представлению группы симметрии
уравнения Шредингера, т. е. по представлению группы, операции кото-
рой оставляют уравнение Шредингера инвариантным.

Уравнение Шредингера изолированной квантовомеханической систе-
мы инвариантно относительно операций следующих групп:

а) группы перемещений в пространстве системы как целого; непри-
водимые представления этой группы характеризуются значением им-
пульса системы,

б) группы ортогональных преобразований в трехмерном простран-
стве, состоящей из поворотов вокруг любой оси, проходящей через центр
тяжести системы, выбранный за начало координат, и инверсии относи-
тельно начала координат; неприводимые представления этой группы
характеризуются значениями момента количества движения системы и
четностью базисных функций,

в) группы перестановок тождественных частиц; о характеристике
неприводимых представлений группы перестановок речь пойдет ниже.

Если система помещена во внешнее потенциальное поле, то группами
симметрии уравнения Шредингера являются:

а) группа симметрии внешнего поля,
б) группа перестановок тождественных частиц.
В адиабатическом приближении движение электронов в молекуле

можно рассматривать происходящим во внешнем поле неподвижных
ядер, расположенных в положениях равновесия *. Потенциальное поле
в этом случае обладает симметрией точечной группы молекулы. Следо-
вательно, согласно теореме Вигнера, электронные волновые функции
молекулы, принадлежащие к одному уровню энергии, должны преобра-
зовываться по неприводимым представлениям точечной группы симмет-
рии молекулы и группы перестановок электронов. Однако, если в отно-
шении возможных неприводимых представлений точечной группы ника-
ких запретов нет, то из неприводимых представлений группы перестано-
вок электронов осуществляется только антисимметричное. Последнее
ограничение принято называть принципом Паули.

Для того чтобы найти базисную функцию представления Г<а) некото-
рой конечной группы G порядка g достаточно подействовать оператором

4а|=^Ег!?(Р (1)
В R

на произвольную функцию ψ0,

'ι,(α) _. „(аЬ, _ 'α ^1 ρ(α) /η\· η.,, /9\
Wik — ε,·£ ψ 0 — — ΖΛ Α ib W Κψο· \Α)

* В вырожденном электронном состоянии адиабатическое приближение становится
неприменимым. Симметричные расположения ядер теперь не отвечают минимуму энер-
гии (теорема Яна — Теллера). Вследствие электронно-колебательного взаимодействия
вместо одного минимума при симметричной конфигурации ядер появляется несколько
минимумов при несимметричных конфигурациях ядер. Потенциальная поверхность ста-
новится многолистной, ядра .совершают сложное движение вдоль этой поверхности
(подробнее см.1 1-1 3).
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В формуле (2) через Г*"* (R) обозначен элемент матрицы представления
Γ ( α )(^)ΐ отвечающей операции i?eG; суммирование проводится по всем
элементам R группы; fa—размерность представления.

Легко показать и, что для произвольной операции Q

< Λ = Σ Γ Γ (<η*ψΓ (3)
ι

Для унитарных представлений

ΟΨ^» = Σ .Γί?* (Q) Ψί*}. (4)
ι

т. е. функции ψ;"' преобразуются под действием операций группы по
ί-му столбцу неприводимого представления Г<а), а совокупность /а функ-
ции ψ [•"' с фиксированным индексом k образует базис неприводимого
представления Г (а). Таким способом, меняя значения индекса k, можно
образовать /я независимых базисов. Последнее осуществляется, если я|)0

не обладает свойствами симметрии по отношению к операциям группы
G. В противном случае результат действия на нее оператора г(ш может
давать нуль. Оператор ε;?' переводит функцию ψί*' в себя саму. Опе-
раторы, обладающие этим свойством, называются операторами проек- ]
тирования. Для них справедливо операторное равенство

(α) (α) _ (а) (ех

Отметим, что принятая обычно в квантовой химии процедура по- j
строения базисов неприводимых представлений с помощью характе- !
ров 1 5 · 1 6 не позволяет различать базисные функции в случае кратных не- ^
приводимых представлений. В книге Эйринга, Уолтера, Кимбалла 15 для
выделения независимых базисных функций предлагается решать систе- j
му уравнений. Стрейтвизер 16 пишет о необходимости использовать ин- |
туицию для решения этой задачи. Между тем метод, использующий про-
ектирующие операторы (1), позволяет полностью стандартизировать }
процедуру нахождения базисов неприводимых представлений и не тре- j
бует никакой интуиции. j

Результат действия операции R на исходный несимметризованный 1
базис находится из простых геометрических соображений. При этом !
исходный базис разбивается на отдельные наборы, таким образом, что 1
функции, принадлежащие одному и тому же набору, при действии one- |
раций группы G преобразуются только друг через друга. Каждый из j
таких наборов индуцирует представление группы G. Эти представления !
очевидно не могут быть шире, чем регулярное, и, следовательно, содер- j
жат неприводимое представление Г ( а ) не большее число раз, чем его !
размерность /„. Это обстоятельство и делает однозначной процедуру •
построения базиса с помощью операторов ε;™' , поскольку имеется fa

независимых наборов операторов εί^ различающихся значением индек-
са к. Матрицы неприводимых представлений всех точечных групп и
групп перестановок п 3—π 6, которые необходимы для того, чтобы исполь- ;
зовать формулу (2) в конкретных расчетах, приведены в книге автора ;

данного обзора '\ там же разобраны примеры построения базисных
функций.

Рассмотрим процедуру построения базисных функций, основанную
на методе проектирующих операторов, на простом примере системы че- <
тырех эквивалентных атомов, расположенных в вершинах квадрата а, Ь,
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с, ά. Предположим, что на. каждом атоме задана орбиталь одного и того
же типа:

АН

\

.(2)

Данная атомная конфигурация инвариантна относительно операций то-
чечной группы D4. Четыре орбитали <ро, φ6, φ ο ψά образуют базис четы-
рехмерного приводимого представления Г группы D4. Характеры %r(R)
этого представления равны числу орбиталей, остающихся инвариантны-
ми при действии на них соответствующей операции R группы D4:

R
%T(R)

Ε
4 0

2С4

0 0

Разложение представления Г на неприводимые представления группы D4

легко осуществляется с помощью таблиц характеров неприводимых
представлений Г ( а ) группы D4. Согласно теории представлений, крат-
ность вхождения представления Г ( а ) в разложение представления Г
определяется по следующей формуле:

В результате находим, что :

8 R

Г = А1 + В2 4- Е.

(6)

(7)

Построение базисных функций неприводимых представлений, входя-
щих в разложение (7), осуществляется действием соответствующих опе-
раторов ε«Ρ (1) на любую из орбиталей. Выберем для определенности
орбиталь φα. Приведем орбитали, в которые переходит орбиталь φα при
действии восьми операций группы D4:

R Ε C4

φα фЬ

cl и?
4>c 4>b

77<2> Ш 2 )

4>c

Для построения базисных функций одномерных представлений Аи Bz

достаточно таблицы характеров. Для построения базиса двумерного не-
приводимого представления Ε необходимо знать его матричные элемен-
ты. Ниже приведены матричные элементы для неприводимых пред-

* Точка над знаком равенства означает, что это не буквальное алгебраическое ра-
венство; представления, входящие в правую часть (7), содержатся в представле-
нии Г.
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ставления группы D4:

Ε С4 С2 С\ U? Ui2) Ό? VT
Аг 1 1 1 1 1 1 1 1

В2 1 — 1 1 — 1 1 1 — 1 —1

г1) (-г1) (.')(-.) Г .
Так как каждое представление Г ( а ) входит в разложение (7) по одно-

му разу, то в данном примере кратные представления не появляются.
Для построения базиса представления Ε достаточно использовать любой
из двух наборов проектирующих операторов: (eflt e£) или (г£, ef2).
В результате получаем следующие нормированные функции:

°Al = — (ψα + Фб + 9f + Ф</),

аВг = -1 (φα _ φ 4 _ ф г -f- φ,,),

В связи с важностью перестановочной симметрии в квантовой теории
многоэлектронных систем рассмотрим ее отдельно.

III. ПЕРЕСТАНОВОЧНАЯ СИММЕТРИЯ

В теории группы перестановок14· "•1S доказывается, что каждому не-
приводимому представлению группы перестановок N объектов, обозна-
чаемой πΝ, может быть сопоставлено одно из разбиений числа JV на це-
лые положительные слагаемые (partition numbers). Эти слагаемые рас-
полагают в невозрастающем порядке:

λ(1) + λ(2) + . . . + Я(и> = Ν, λω > λ(2) > . . . > λ(η). (8)

Количество неэквивалентных неприводимых представлений группы ηΝ

равно числу таких разбиений. Так, например, для N=3 имеются три
разбиения:

3, 2 + 1 , 1 + 1 + 1. (9)

Наглядным изображением разбиений (8), (9) являются так называе-
мые схемы Юнга, в которых каждому числу λ(ί) сопоставляется строка с
числом клеток, равным λ(1>. Так, для W = 3 в соответствии с (9) возмож-
ны три схемы Юнга:

Схемы Юнга будем в дальнейшем обозначат* символом [λ] = [λ ( 1 )λ ! 2 )...
. . . λ(>η)]; наличие нескольких одинаковых по величине строк λ(ι) для крат-



Применение методов теории групп в квантовохимическнх расчетах 1033

кости будет отмечаться в виде степени при λ(ί). Так, схемы Юнга, изо-
браженные выше, обозначаются следующим образом: [3], [21], [I3].

Схемы Юнга характеризуют симметрию базисных функций относи-
тельно перестановки аргументов. Схеме Юнга, состоящей из одной стро-
ки, соответствует функция, симметричная по всем своим аргументам;
схеме Юнга, состоящей из одного столбца, соответствует функция, анти-
симметричная по всем аргументам. Все остальные схемы Юнга характе-
ризуют промежуточные типы симметрии. Существуют правила, позво-
ляющие находить матрицы неприводимых представлений группы пя

только по схемам Юнга. Эти правила особенно просты в случае так на-
зываемого стандартного ортогонального представления * (представле-
ние Юнга — Яманути и·"). Приведем матрицы стандартного представ-
ления для JV = 3. В данном случае существуют три неприводимые пред-
ставления, два из них одномерны; Г[31(.Р) = 1, а Г [ 1 3 1(^) = (—0р> гД е Р —
четность перестановки. Представление Г[211 двухмерно и дается следую-
щими матрицами:

Базисные функции неприводимых представлений Г [ м находятся дейст-
вием операторов проектирования (1) на несимметризованную функцию
Фо, которая может быть взята в виде произведения орбиталей, гемина-
лей, либо в любом другом кластерном виде. В случае группы перестано-
вок вместо оператора (1) удобнее использовать так называемый опера-
тор Юнга **

£ / A ^ (Π)

где /λ—размерность представления Г[М. Правая часть формулы (11) от-
личается от правой части формулы (1) множителем, который выбран
таким образом, чтобы действие &rt на ортонормированное произведе-
ние Фо одночастичных функций давало нормированную функцию.

Для представлений, характеризуемых однострочной [N] либо одно-
столбцовой [ Р ] схемами Юнга, оператор (11) является обычным опе-
ратором симметризации либо антисимметризации:

Υϋ| ( - 1 ) Ρ ρ · (is)
Найдем базисные функции

φψ = ωψφ0 = j/JA. 2 ДО (Ρ) ΡΦ0 (14)

для неприводимых представлений группы π 3 в случае, когда Фо является
* Матрицы ортогонального представления удовлетворяют условию:

Г г 1 ( Р - 1 ) = Г , г ( Р ) (10)
** Оператор (11) не нужно путать с оператором симметризации по строкам и

антисимметризации по столбцам схемы Юнга, который также часто называют опе-
ратором Юнга 17' 18.
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произведением орбиталей. Для представления Г[21] можно построить два
независимых базисных набора. Это объясняется тем, что 3! функций
РФо образуют в данном случае базис регулярного представления груп-
пы п3, в разложении же регулярного представления каждое неприводи-
мое представление содержится столько раз, какова его размерность.
Используя явный вид матричных элементов Trf3, получим:

Ф [ 3 ] = jL· {ψα (1) φ, (2) φ, (3) + φα (2) φ6 (1) φ, (3) +

+ Φα (3) φ6 (2) φΓ (1) + φα (1) <fb (3) φ, (2)+φα (2) φ6 (3) φ, (1) +φα(3) φ6 (1) φ, (2)}

Φ11"1 = ψ£ (Ψα 0) Φ* (2) Φ- (3) - Ψα (2) Щ (1) φ, (3) -

— φα (3) срй (2) φ, (1) — φβ (1) φ6 (3)φ, (2)+φα (2) φ6 (3) φ, (1) + φβ (3) φ* (1)φ, (2)},

ФЙ1] = -}=• {2φα (1) φ* (2) φ, (3) + 2φα (2) φ6 (1) φ, (3) -

- Ψα (3) Ψb (2) φ, (1) - Ψα (1) φ6 (3) φ, (2) -

- Ψα (2) φδ (3) φ, (1) - φ 0 (3) ψь (1) φ, (2)}

=1τ{~Ψα (3) Щ (2) <ρ, (1) + Ψα (1) Ψb (3) ψο (2) -

- Ψα (2) ψb (3) φ, (1) + ψα (3) φ* (1) φ, (2)},

ί φ Μ = 1 {- φ. (3) φ δ (2) φ, (1) + φα (1) щ (3) φ, (2) +

+ Ψα (2) ψь (3) φ, (1) - ψα (3) φ* (1) Ф с (2)}

γ= {2ψα (1) Φ* (2) ψε (3) - 2ψα (2) φ6 (1) φ, (3) +

+ Φα (3) ψb (2) φ, (1) + φα (1) φ* (3) φ, (2) -
-φβ(2)φ*(3)φ,(1)-φ β (3)φ 4 (1)φ Γ (2)}.

IV. ПОСТРОЕНИЕ АНТИСИММЕТРИЧНЫХ ВОЛНОВЫХ ФУНКЦИЙ,
являющихся СОБСТВЕННЫМИ ФУНКЦИЯМИ $2.

«КВАНТОВАЯ ХИМИЯ БЕЗ СПИНА»

Хотя введение понятия спина позволило объяснить химическую связь,
непосредственного участия в образовании химической связи спины элек-
тронов не принимают; взаимодействия, обусловливающие химическую
связь, имеют чисто электростатическую природу. Координатные и спи-
новые переменные в электронной волновой функции разделяются, и она
может быть представлена в виде произведения координатной волновой
функции на спиновую. Зависимость энергии системы электронов от зна-
чения их суммарного спина S обусловлена существованием однозначного
соответствия между перестановочной симметрией координатной волно-
вой функции и значением спина 5.

Электронная волновая функция молекулы должна удовлетворять
трем условиям симметрии:

1) принципу запрета, т. е. должна быть антисимметричной относи-
тельно перестановок электронов;

2) должна принадлежать к одному из неприводимых представлений
группы вращений в спиновом пространстве, т. е. быть собственной функ-
цией оператора S2;
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3) должна принадлежать одному из неприводимых представлений,
Га точечной группы симметрии молекулы.

Состояния молекулы, характеризующиеся определенными 5 и Г(а),
принято называть электронными молекулярными мультиплетами и обо-
значать 2 S + 1 r ( a ) .

Для того, чтобы найти функцию, удовлетворяющую третьему усло-
вию, достаточно воспользоваться оператором ε;™\ определяемым фор-
мулой (1). Для того чтобы выполнялись первые два условия, вместо
громоздкой процедуры построения соответствующих линейных комби-
наций детерминантов Слейтера удобно использовать аппарат группы
перестановок. Представление полной волновой функции в виде произве-
дения координатной и спиновой волновых функций, симметризованных
по неприводимым представлениям Г и ] группы перестановок, позволяет
автоматически удовлетворить первым двумя условиям. Для этого коор-
динатная и спиновая схемы Юнга должны быть дуальны друг другу,
т. е. получаться одна из другой заменой строк столбцами. Представле-
ние Γ[λ1 ([λ] — схема Юнга, дуальная схеме [λ]) сопряженно по отноше-
нию к представлению Г[М, что означает, что их матричные элементы
связаны соотношением

1 $ (Р) = (-l)Ttf1 (P), (15)

где ρ — четность перестановки Р.
Покажем, что функция

У h τ
(16)

где Φ rX] — многоэлектронная координатная, а Ω ~ ] — спиновая функ-
ция, антисимметрична относительно одновременной перестановки про-
странственных и спиновых переменных. Подействуем на (16) произволь-
ной перестановкой Р е я ^ . Из формулы (4) следует, что

^ΣΣΓ^(Ρ)Γ(Ρ)Φ^Ω^. (17)
У IX u,v r

Учитывая определение сопряженного представления (15) и свойства
ортогональности матриц представления Tw, получим

Λ

7
h и

ψ = ( - 1)ρΨ [ ι Λ\

что и требовалось доказать.
Построение симметризованной координатной функции Ф^ осуществляет-

ся, как описано в предыдущем разделе, с помощью операторов Юнга. При
этом для несимметризованной функции Фо, состоящей из произведения N
разных орбиталей, можно получить f\ независимых функций Ф$ ], распада-
ющихся на' /λ базисных наборов, которым соответствуют различные значе-
ния индекса i.
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Аналогично спиновая функция Ω~ ] получается действием оператора

Юнга ω~γ н а произведение одноэлектронных двухкомпонентных спиновых
функций χ σ , являющихся спинорами19: '

Ωα, αΝ = Χα, (1) Χσ2(2) . . . ΧσΝ (Ν). (18) j

Совокупность 2Ν величин Ωσ,...σΝ образует тензор Ν-το ранга в двух- \
мерном спинорном пространстве. При поворотах системы координат на j
компонентах (18) индуцируется 2^-мерное представление группы вра-
щений. Оно разбивается на неприводимые части в результате действия
операторов Юнга на функции (18) (см. раздел 4 — 2 в 1 4 ) . Получающиеся
при этом спиновые функции

&ζΐ.ΰΝ=<»Ψΐ^,-°Ν (19)-

при фиксированном наборе Οι.. .ая преобразуются по неприводимому
представлению группы перестановок Г1М, а при фиксированном ¥— по
неприводимому представлению D ( S ) группы трехмерных вращений, т. е.
число независимых функций (19) с фиксированным ¥ равно 25+1 (этим
объясняется отсутствие индекса t в левой части формулы (19); для того
чтобы найти один из /λ базисных наборов, соответствующих представле-
нию Ds, достаточно выбрать любое фиксированное t, при котором дей-
ствие ω [ λ ] на Ωαι...αΝ не дает нуля).

Спиновые переменные для электрона могут принимать только два
значения. Поскольку антисимметричная функция обращается в нуль при
совпадении переменных, спиновые схемы Юнга для электронов не могут
содержать более двух клеток в столбце, т. е. спиновая схема [λ] содержит
не более двух строк. Если проекция спина электрона в одной клетке
столбца спиновой схемы Юнга равна 1/2, то проекция спина электрона
в другой клетке должна быть равна —1/2, т. е. спины этих электронов
спарены. Очевидно, что вклад в суммарный спин системы будут давать
лишь неспаренные спины, их число определяется как разность строк схе-
мы Юнга (λ ( 1 >—λ ( 2 )). В результате значение полного спина, соответ-
ствующего функции (19), однозначно определяется спиновой схемой
Юнга {λ] и равно*:

S = - (λ(1) — λ(2)), (20)

где λ ( ί )—длина ί-й строки, а значение проекции спина определяется по
формуле

Ms = 2 σ,. (21)
1=1

Так, например, для трех электронов две независимые спиновые функ-
ции, преобразующиеся по представлению Г[21] группы п3 и описывающие
состояние с 5 = 1/2 и M s = l/2, находятся действием оператора Юнга

* Такое однозначное соответствие между схемой Юнга и полным спином имеет
место только для частиц со спином 1/2. Для частиц с s>l/2 перестановочной .симмет-
рии данной схемы Юнга, может соответствовать несколько значений S. Так, если спи»>
частицы s = l , то схеме [31] отвечают значения полного спина S = l , 2, 3 (см. и ) .
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<о~~ на Ωι ι ι Ξ=α(1)α(2)β(3). Учитывая, что матрицы представле-
___ 2 ' 2 ' 2

ния Г [ 2 П связаны с матрицами представления Г [21] (стр. 1033) соотноше-
нием (15), получим:

® L α (1) β (2) α (3) + β (1) α (2) α (3)],Ω®*

Ω@χβ = -L·- [2α (1) α (2) β (3) - α (1) β (2) α (3) - β (1) α (2) α (3)1.
у ь

В квантовой химии ковалентными структурами принято называть
конфигурацию атомов с одним валентным электроном на каждом атоме,
характеризуемую определенным способом сложения спинов валентных
электронов в полный спин 5. Количество таких способов определяет
число независимых ковалентных структур со спином S. В классических
руководствах по квантовой химии оно определяется по так называемо-
му правилу Румера15. Поскольку конфигурация валентных электронов
является фактически конфигурацией однократно заполненных орбита-
лей, описывающая ее волновая функция может быть записана в виде

(22)

где индекс t нумерует независимые состояния, число которых равно раз-
мерности f* неприводимого представления Г[М. Формула для /\ выража-
ется через N и S (см 1 4):

n(NS) h = -г-

T+ s + 1J4t- sJ !

Это и есть формула для числа ковалентных структур. Так, например, в
случае синглетного состояния для шести π-электронов молекулы бензо-
ла имеется пять ковалентных структур (что отвечает трем структурам
Кекуле и двум — Дьюара); для триплетного л(6,1) = 9 .

В задачах, не содержащих спиновых взаимодействий, для полного
описания системы достаточно задания только координатной волновой
функции. «Память» о спине сохраняется, так как она содержится в пере-
становочной симметрии координатной волновой функции. Так, для опи-
сания ковалентных структур достаточно задания координатных функций

•ф$\ находимых по формуле (14). Использование координатных вол-
новых функций удобно и в более сложных случаях (см. следующие раз-
делы). Такая «квантовая химия без спина», как уже упоминалсь во вве-
дении, была первоначально предложена в работах автора данного об-
зора1"3 и Матсена4·5. В последние годы этот подход получил широкое
распространение 20~28.

Следует отметить, что расчеты с полной волновой функцией в форме
(16) столь же удобны и в тех случаях, когда речь идет о характеристи-
ках молекулы, связанных со спином. В первую очередь это относится к
расчету спиновой плотности29·30. В случае расчета спин-орбитальных
взаимодействий, поскольку в нерелятивистской теории эти расчеты про-
водятся по теории возмущений, волновые функции нулевого приближе-
ния также удобно брать в форме (16).
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V. КВАЗИДИАГОНАЛИЗАЦИЯ СЕКУЛЯРНОГО УРАВНЕНИЯ.
НАХОЖДЕНИЕ РАЗРЕШЕННЫХ МОЛЕКУЛЯРНЫХ МУЛЬТИПЛЕТОВ

Большая часть методик в современных квантовохимических расчетах
базируется на одноэлектронном приближении. При расчетах, учитываю-
щих возможность реализации в системе различных орбитальных конфи-
гураций, возникает проблема решения секулярных уравнений очень вы-
сокого порядка (порядок уравнений определяется числом учитываемых
многоэлектронных состояний). Общее число состояний в iV-электронной
системе при учете всех конфигураций на базисе из k орбиталей равно14

(24)\ .

N I (2k- N)\ N\

Порядок получающегося секулярного уравнения в результате очень ве-
лик даже для небольших систем. Так, для шести электронов и шести
орбиталей л (6,6) =924.

Однако если состояния системы описываются волновыми функция-
ми, принадлежащими к базисам неприводимых представлений группы
симметрии гамильтониана, секулярное уравнение квазидиагонализует-
ся. Из теоремы Вигнера — Эккарта 14 следует, что, если функция ψίϋΡ
принадлежит к й-му базису представления Г ( а ) группы симметрии га-
мильтониана Ж, то

Ы? | X | ψ&'?> = δαα'δύ- <k I Ж I k' T\ (25)

где 6ih— символ Кронекера (δ«=1, 8ih = 0 при 1фк). Диагональные чле-
ны, относящиеся к одному неприводимому представлению, равны. Все
недиагональные члены обращаются в нуль, за исключением матричных
элементов с функциями из разных базисов, преобразующимися по одно-
му и тому же столбцу ί; двойная черта в матричном элементе означает
независимость его от номера i базисной функции.

В результате исходное секулярное уравнение распадается на уравне-
ния, относящиеся к отдельным неприводимым представлениям. Порядок
секулярного уравнения, отвечающего представлению Г(а>, равен суммар-
ной кратности вхождения Г<а) в разложение приводимого представления,
индуцируемого исходным набором вариационных функций.

Поскольку гамильтониан молекулы инвариантен относительно пере-
становок электронов, при построении волновой функции по формуле (16)
секулярное уравнение распадается на блоки, каждый из которых отвеча-
ет определенному неприводимому представлению Г [ м группы перестано-
вок. Как показано в предыдущем разделе, представление Γ[λ1 однознач-
но связано со значением полного электронного спина системы S.

Дальнейшая диагонализация секулярного уравнения происходит при
построении из функций, отвечающих определенному значению S, линей-
ных комбинаций, преобразующихся по неприводимым представлениям
Г(а> группы симметрии гамильтониана, т. е. построением собственных
функций молекулярных мультиплетов 2 S + 1 Γ(α). Достигается это действи-
ем операторов εί"' на функции Ф^ ]. Вариационная задача сводится к
решению секулярного уравнения для каждого мультиплета.

Итак, прежде чем проводить вариационный расчет, целесообразно
найти все возможные в данной задаче молекулярные мультиплеты и по-
рядки соответствующих им секулярных уравнений. Рассмотрим эту за-
дачу на примере системы из Л̂  эквивалентных атомов, на каждом из
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которых задана одна вырожденная орбиталь q>{J,a,
 г Д е а — номер атома;

/, т — орбитальный момент и его проекция на ось ζ соответственно.
Предполагается, что число электронов равно N. Общее количество не-
симметризованных координатных состояний, описываемых функциями
вида

ФЙ...И* = < & (Ι) ΨΖ (2) . . . ψΖρ W' (26)

равно, очевидно, (21 -\- l)N. Построение из функций (26) базиса представ-
ления, однозначно связаннного со спином S, осуществляется действием
операторов Ю н г а ш ^ н а Φ^Ι..ΜΝ. Порядок приводимого представления, ин-
дуцируемого на этих функциях, равен f% (21 + l)N. Для того чтобы найти
характеры этого представления, подействуем операцией точечной группы
симметрии (обозначим такую операцию, заданную в начале координат,
через 31) на функцию <»^ ]Ф^.... т л г Действие 91 на конфигурацию локализо-
ванных орбиталей сводится к перестановке Ρ центров орбиталей и опера-
циям точечной симметрии R в атомной системе координат. Как показано
в работе 31, для операции SR, которой соответствует перестановка Ρ с цикли-
ческой структурой {lVl2V2 . . . k к ) , где ν,· — количество циклов длиной i,
искомая формула для характера может быть представлена в следующем виде:

Χ [ λ ] (31) = χ [ λ ] (Ρ) [χ ( Ζ ) (R)]Vl [y}!)(R2)}v> . . . [X(0 (Rk)]k, (27)
где %W(R)—характер неприводимого представления D(l)(R) группы
ортогональных преобразований трехмерного пространства, отвечающий
операции точечной симметрии R.

В случае задания на атомах орбиталей разного типа возможны не-
сколько ковалентных конфигураций, различающихся перестановками
орбиталей между идентичными атомами. Вклад в характер дают лишь
те конфигурации, которые при действии операции Ш перейдут сами в
себя. Обозначим число таких конфигураций τ(9?). Формула для харак-
тера имеет следующий вид:

Х ^ (31) = χ [ λ ] (Ρ) [χ(''> (R)]v' [у}к) (R*)f> ... [ χ ( φ (Rk)]k% (Щ. (28)

Орбитальные моменты U для атомов, входящих в один цикл, должны
совпадать, в противном случае характер обращается в нуль. Если все
атомы эквивалентны, a U одинаковы, то -τ(9Ϊ) = 1 и формула (28) пере-
ходит в (27).

Разложение представления с характерами (28) на неприводимые
представления Г ( а ) дает разрешенные типы точечной симметрии. Отве-
чающие им значения электронного спина S, согласно (20), однозначно
определяются видом спиновой схемы Юнга [λ], дуальной координатной
схеме Юнга [λ]. Последнее является следствием того, что между непри-
водимыми представлениями ί/|λ] унитарной группы U2, индуцируемыми
на спиновых функциях QtAJ, и неприводимыми представлениями D(s)

группы вращений R3 существует однозначное соответствие (см. 1 4 ) . Схе-
матически метод нахождения разрешенных молекулярных мультиплетов
может быть представлен в следующем виде:

I I (29)
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Рассмотрим в качестве примера систему из трех эквивалентных
атомов с точечной симметрией С3с, на двух из которых заданы /ьорби-
тали, а на одном s-орбиталь:

ι ί- \п pi- \я s L \g

Возможны три ковалентные конфигурации. Рассмотрим состояние
системы с S = 3/2. Ему соответствует спиновая схема Юнга [λ] = [3].
Перестановочная симметрия координатной волновой функции в этом
состоянии характеризуется схемой Юнга [I3]. Группа С3к содержит три
класса операций. Для единичного класса Ε все три конфигурации дают
вклад в характер, т. е. х(Е)=3. Каждая из операций класса σ,, остав-
ляет инвариантной одну из конфигураций, поэтому τ(σι;) = 1. При
действии операцией С3 конфигурации переходят одна в другую,
т. е. т ( С 3 ) = 0 . Перестановки, соответствующие операциям точечной
группы, имеют следующую циклическую структуру:

Ε С3 σ0

{1»> {3} {12}

Из формулы (28) и равенства т(С 3 ) = 0 следует, что

Х [ 1 ' ] (Е) = X11'1 ({I3}) Х° (Ε) [Х(1) (E)f τ (Ε),

χ ^ («,„) = χ^ ({12}) χ (0) (α0) χ(1) (σί Ξ Ε) τ (αν).

Учитывая, далее, что χ ( 0 ) {Ε) = χ ( 0 ) (<τ.) = 1, χ ( 1 ) (Ε) = 3 и χ [13]({12}) = — 1 ,
находим характеры приводимого представления:

Ε 2С3 3σν

27 0 —3

Из разложения этого представления на неприводимые представления
группы С3с определяем разрешенные квартеты и их кратности: 34Л1(

6М2, 94£. Максимальный порядок секулярного уравнения соответ-
ствует терму 4£ и равен девяти.

Применение методов теории групп позволяет решить и более общую
задачу, а именно найти разрешенные молекулярные состояния, кото-
рые могут быть образованы из заданных атомных. Впервые решение
этой задачи было дано Котани32 и обобщено на случай комплексов при-
месных ионов в кристалле в работах33- 3\ Однако метод Котани требует
громоздкого вычисления спинового фактора. В работах автора данного
обзора35· зв было показано, что нахождение разрешенных состояний
системы существенно упрощается при разбиении полной волновой
функции на координатную и спиновую (16). На основе такого подхода
были развиты общие методы классификации состояний многоэлектрон-
ных систем при заданных состояниях подсистем31· " . В этих методах
перестановки подсистем сводились к перестановкам частиц между под-
системами. Для систем с числом частиц Λ^ΙΟ это уже неэффективно.
Поскольку в данной задаче внутренняя структура подсистемы
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несущественна, более естественно рассматривать каждую подсистему
как единое целое. Такой подход был развит в работах38"41. Опишем
вкратце суть метода, предложенного в 3 9 .

Рассмотрим многочастичную систему, состоящую из η многочастич-
ных подсистем, в качестве которых могут выступать атомы, ионы, сово-
купности ионов (лиганды) и т. п. С точки зрения интересующих нас
трансформационных свойств волновой функции системы, каждая из
подсистем может рассматриваться как единая частица со спином Sa.
В зависимости от того, является ли Sa целым или полуцелым, под-
системы подчиняются статистике Бозе — Эйнштейна либо Ферми —
Дирака, а полная волновая функция системы симметрична, либо анти-
симметрична по отношению к перестановкам подсистем. Волновая
функция системы, обладающая правильной перестановочной симмет-
рией, может быть представлена в виде

ι^Γ'"" (30)

где
— ί [λ] для подсистем-бозонов,

[λ] = ( ~
[ [λ] для подсистем-фермионов,

[λ], так же как в формуле (16),—схема Юнга, дуальная схеме [λ].
Координатная функция с симметрией, соответствующей схеме

Юнга [λ], строится с помощью операторов Юнга из координатных
функций подсистем, каждая из которых принадлежит к некоторому
неприводимому представлению Г<ао' локальной группы симметрии под-
системы Оа. В качестве группы Ga может быть либо группа ортогональ-
ных преобразований в трехмерном пространстве O 3 = R 3 X C { , (под-
системы считаются свободными), либо группа точечной симметрии
(подсистемы рассматриваются во внешнем, обычно кристаллическом,
поле). Выражение для характера приводимого представления Ua^..ak,
индуцируемого на координатных функциях всей системы, аналогично
(28), равно

= χ [ λ ] (Ρ) [Χ(αι) (R)]Vl [Xм (Я 2)Р • · • ft"*' (Rk)fkx (W). (31)

Из разложения представления (31) на неприводимые находим разрешенные
типы точечной симметрии. Для того чтобы определить соответствующие им
значения суммарного электронного спина системы S, необходимо разложить

представления t4s]

a+i унитарной группы U2sa+i, индуцируемые в (2Sa + l)-

мерном спиновом пространстве на функциях Ω^λ], на неприводимые пред-
ставления группы R3. В отличие от случая Sa = 1/2, когда имеется одно-
значное соответствие представлений ϋ[λ и D{S), в случае 5 а > 1 одной
схеме Юнга может отвечать уже несколько разных значений полного спина S.
Таблицы этих величин приведены в u (приложение 3).

Таким образом, процедура нахождения разрешенных мультиплетов
может быть схематически представлена в следующем виде:

, " Га^ (32)
γ γ

Γ ( α ) <-•-+ DiS)

5 Уепехи химии, № б
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Поскольку, за исключением случая S o = l / 2 , схеме Юнга [λ] может
отвечать несколько значений S, процедура (32) последовательно про-
водится для всех разрешенных схем Юнга из η клеток, после чего
одинаковые термы суммируются.

Нетрудно получить выражение для характеров приводимого пред-
ставления, содержащего все термы данной мультиплетности. Как пока-
зано в 3 8 " 4 1 , формулы для характеров могут быть выражены через
введенные Литтлвудом42 коэффициенты плетизма унитарных групп.
С другой стороны, эти же формулы выражаются через Зп/-символы
группы трехмерных вращений. В результате удается получить связь
между коэффициентами плетизма и Зп/-символами 39~41.

Обобщение этой методики на случай спин-орбитальной связи и при-
меры для различных конкретных систем см. в работах39-41.

VI. ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ГАМИЛЬТОНИАНА
В СОСТОЯНИИ С ОПРЕДЕЛЕННЫМ ПОЛНЫМ СПИНОМ S

Представление собственных функций оператора S2 в замкнутом
виде (16), вместо линейных комбинаций детерминантов Слейтера,
позволяет получить формулы для матричных элементов не зависящего
от спина гамильтониана 43 в случае произвольной конфигурации неорто-
гональных орбиталей. Коэффициенты в этих формулах явно включают
зависимость от спина, так как содержат матричные элементы непри-
водимого представления Г [ м, однозначно связанного с S. Выражения
для обычно употребляемых конфигураций ортогональных орбиталей
получаются как частные случаи. ]

Приведем соответствующие формулы для конфигурации однократ- j
но заполненных неортогональных орбиталей *:

К: (Р!<р2 . . . φΝ, <φβ | <Р6> = 4* =h 0. (33)

применяемой в спин-спроектированном методе «разные орбитали для
разных спинов». Обозначим несимметризованную координатную функ-
цию такой конфигурации через Фо:

Вследствие неортогональности орбиталей симметризованную координат-
ную функцию Ф^1, получающуюся в результате применения ω,*1 к Фо»
надо нормировать:

φψ = Ν$λ1(Κ)<$]Φο(Κ)- (34)

Нетрудно показать44, что нормировочный множитель Ν\ ^ (Л) опре-
деляется из следующего равенства:

[Μλ1 (юг2 = 2 г# ] (Р) (Фо (ю ι РФ0 (Ю) =

(35)

= 1 + 2 Г « ] (Рл) Sib + 2 Г[«] (РаЬс) SacSbaScb + ...
pab

* Во избежание недоразумений подчеркнем, что индексы а, Ь нумеруют орбитали
и не имеют отношения к нумерации атомов, т. е. орбиталь <р0 может обозначать как
атомную (если применяется метод валентных схем), так и молекулярную орбиталь,
включающую вклады от всех атомов.
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Индекс t нумерует различные состояния, отличающиеся способом
сложения спинов отдельных электронов в полный спин 5. Число таких
состояний равно /х. Среднее значение гамильтониана для конфигурации
(33) и частного выбора способов сложения спинов электронов было
получено Годдардом20, также применившем аппарат группы пере-
становок. Однако формулы в работе Годдарда имеют очень сложный
вид. Геррат23 (см. также4 4) получил значительно более компактные
выражения для произвольного способа сложения спинов. Поскольку
гамильтониан молекулы является суммой одноэлектронных и двух-
электронных операторов

^ = F + G = 2 / f + S gil, (36)
i=l «у

приведем выражения для матричных элементов операторов F и G.
Эти матричные элементы могут быть представлены в следующем виде:

(Kt\F\КО™ = Μ λ 1 (К)Νψ (К)2 Л^ 1 (Ка, Кь) fab, (37)
а,Ь

lg (Ка, Кь) = S Г§ ] (Р'р[а) ( Ф О (Ка) | Р'Фо (Кь)\ (38)
Ρ'

где Ко —конфигурация, получающаяся из конфигурации К удалением

орбитали φ0; перестановка Рь переводит в функции Ф0(К) электрон
орбитали φα на орбиталь φ6; перестановки Р' принадлежат к группе
Пя-ι, получаемой из πΝ удалением электрона ia; / а Ь =<φ α | f | <р&>—одно-
электронный матричный элемент.

(Kt\G\Κ0ίλ] = jΜλ] (Κ) Νψ (К) х

Χ S Σ У<*УЬ^1П (*«. Kbd) gac.bd, (39)
a,b c,d

Νψ (Кос, Kba) = ^ Γ /7 ] (P"Pbt) (Φθ (Кос) I Р"Фо (Kba) >· (40)

В формуле (39) γ Μ = 1 — б а с , что соответствует однократному заполне-
нию орбиталей конфигурации К- Перестановка РьУ переводит
электроны с орбитали φα на φ6 и с <рс на <pd; перестановки Р" при-
надлежат к группе Jijy-2, получаемой из πΝ удалением электронов ia, ic-
Двухэлектронный матричный элемент gaCi м=<<рв(0<Ре(/) |§«|<Р»(0 X
ХфД/)>-

Для антисимметричных координатных состояний с [X]=[lw], соот-
ветствующих максимальному значению спина, нетрудно показать, что
формулы (37) (39) переходят в известные формулы Левдина45 для
однодетерминантной волновой функции, построенной на неортогональ-
ных спин-орбиталях:

M\Smn\ f$

I smn \ a < c b < d

(K\G\K)llN] = ^ 3 ^
a e l I smn \ a < c b < d

(42)
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где det|smn |ab — минор детерминанта det | s m n | , получаемый вычеркива- ;
нием a-й строки и в Ь-го столбца.

Столь простые формулы, как (41), (42), имеют место лишь в слу- \
чае максимального спина либо для однодетерминантной волновой
функции, в общем случае не отвечающей определенному значению S. ;

Для произвольного спина необходимо пользоваться формулами I
(37) — (40). Наибольшую сложность представляет расчет коэффици- ·
ентов неортогональности Νψ (Ка, Кь) и Νψ (Кас, Дм). Эти коэф- \
фициенты связаны между собой простым соотношением j

1
Νψ? (Κα, Kb) = 2 yacybdNlg. (Кос, Kbd) Scd, (43)

d

которое выполняется для любого сфа. Аналогично (43) справедливо
равенство

Νψ (Кос, Kbd) = 2 yaceybdfNl

tf (Kace, Kbdf) Sef, (44)
f

которое выполняется для любого ефа, с. Символ γαίΙ(.= (1—ΰβ6) ·
•(1—6a c)(l—δ6 ΐ ;). Величины N jj (Kace, Kbdt) определяются по форму-

лам, аналогичным (38), (40):

Л^ 1 (Kace, Kbdt) = 2 ?W (Р'"^) (Фо (Каев) \ P'"®o(Kbd,)). (45)
Ρ'"

Аналогичные величины могут быть определены и для конфигурации
с четырьмя «отщепленными» орбиталями и т. д., включая предельный I
случай, соответствующий «отщеплению» всех JV орбиталей кон-
фигурации:

JV ft (Kace...if, Kbdf...r) — >-β Vbdf...r )• (4Ь)

Цепочку рекуррентных соотношений (43) — (46) удобно использовать
для вычисления Л ^ н а ЭВМ. Для этого достаточно задать матрицу
интегралов перекрывания и матрицы транспозиций r w ( P i i i + 1 ) ,
поскольку все остальные перестановки выражаются через произведения
транспозиций такого вида. При этом следует учитывать, что вид
коэффициентов N^ не меняется при одинаковой перестановке индексов
в обеих конфигурациях, стоящих в аргументе.

В случае конфигурации ортогональных орбиталей выражения для
матричных элементов существенно упрощаются. Рассмотрим произволь-
ную конфигурацию ортогональных орбиталей

К '• фАр/ · - · Φί) , ^, Па = Ν, (φα I фб) = bob- (47)

Приведем выражения для диагональных по конфигурации матричных
элементов операторов F и G. Матричный элемент оператора F не зави-
сит от симметрии состояния:

(Kt\F \Kii%} = bu^nafaa. (48)
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Для оператора G получаем изящный результат: вся зависимость от
спина заключена в коэффициенте перед обменным интегралом:

(Kt I G 1 Kt)W = fijj ^ £αα.«α + ^ «я«й [б^аЬ.аб + Г£' {Pab) gab.ba]- (49)

Штрих у суммы по а означает, что сумма берется только по двукратно
заполненным орбиталям. Коэффициенты перед обменными интегра-
лами равны матричным элементам транспозиции Рл между орбиталями.
Если орбитали φα и срь двукратно заполнены, в качестве РпЬ можно
взять любую перестановку электронов между орбиталями φα и φ ,̂ так

как для этих перестановок Гп (Раь) одинаковы.
Обозначим для краткости

gab,ab — &ab, gab.bajr^ V°b·

Формулы (48) и (49) позволяют представить матричные элементы
гамильтониана 3e=F + G в виде суммы двух членов. Первый из них
содержит одноэлектронные и кулоновские интегралы, второй является
суммой только обменных интегралов:

где

а а а<Ь

Jln = Σ Па

В недиагональные элементы энергетической матрицы входят только
обменные интегралы с коэффициентами, зависящими от спина состоя-
ния. Поскольку вклад в спин дают только неспаренные электроны,
коэффициенты перед обменными итегралами могут быть определены
на группе перестановок не всех, а только неспаренных электронов. Для
этого надо конфигурацию К представить в виде Κ0Κι, расположив
вначале двукратно заполненные орбитали (конфигурация Ко),
затем-—однократно заполненные (конфигурация /d). Схема Юнга,
характеризующая симметрию конфигурации Κι, получается из схемы
Юнга :[λ] удалением т верхних строк (т — число двукратно за-
полненных орбиталей), обозначим ее [λ ΐ Μ )]. Для нижеследующей
формулы условимся буквами a, b обозначать орбитали конфигурации
/Со, буквами с, d — орбитали конфигурации Ки В результате, исполь-
зуя свойства стандартного представления группы перестановок14 для
зависящих от спина недиагональных элементов гамильтониана (52),
получаем следующее выражение:

jf = - 2 2βα6 - s Ρ- + Σ Γ8Γ] (^) Ρ-· (53)

α<ί> a,c c<d

Как правило, в молекулярных расчетах количество однократно запол-
ненных молекулярных орбиталей невелико. Матрицы Ги1(А,ь) для всех
транспозиций групп π 3 —π 4 и транспозиций типа Р,·, i + 1 групп π 5 — я в при-
ведены в приложении к 14, матрицы всех транспозиций групп π 3 —п 6

приведены в расширенном издании книги автора " .
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VII. СПИН-СПРОЕКТИРОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ САМОСОГЛАСОВАННОГО
ПОЛЯ

В методе валентных схем и в простом методе молекулярных ор-
биталей одноэлектронные функции предполагаются известными. Мож-
но, однако, в одночастичном приближении сформулировать многоэлект-
ронную задачу, не накладывая заранее ограничения на одноэлектрон-
ные функции. Такой подход, впервые предложенный и развитый для
атома в работах Хартри47 и Фока4 8 (см. также работу Слейтера49),
принято называть методом Хартри — Фока или методом самосогласо-
ванного поля (ССП).

При выводе уравнений, которым должны удовлетворять искомые
одноэлектронные функции, исходят из вариационного принципа

$ (54)

с дополнительным условием

§ (55)

но в качестве конкурирующих функций допускаются только детерми-
нанты из одноэлектронных функций. Поскольку при произвольных Ψ
из вариационного принципа (54), (55) следует уравнение Шредингера
(см., например,1Э) то, решив вариационную задачу с детерминантной
волновой функцией, мы найдем наилучшую функцию такого вида.

В молекулярных расчетах уравнениями Хартри — Фока принято на-
зывать уравнения ССП, получаемые при описании системы одним де-
терминантом с двукратно заполненными орбиталями. Такой детерми-
нант соответствует спину S = 0 и описывает основное состояние боль-
шинства молекул. Вывод уравнений Хартри — Фока может быть про-
веден и вне связи с детерминантным представлением волновой функ-
ции. Как отмечалось выше, все свойства молекулы, не зависящие от
спиновых взаимодействий, описываются заданием только координатной
волновой функции. Фактически для вывода уравнений ССП требуется
только выражение для среднего значения энергии в рассматриваемом
состоянии. С помощью разбиения полной волновой функции на коор-
динатную и спиновую такие выражения были получены в предыдущем
разделе для произвольной конфигурации в состоянии с определенным
значением спина 5. Это дает возможность вывести уравнения СПП в
общем случае и получить из них все частные случаи, а не выводить эти
уравнения для каждого рассматриваемого состояния отдельно, как это
приходится делать при оперировании с волновыми функциями в виде
ушнейных комбинаций детерминантов.

Учитывая формулы (48), (49), запишем выражение для средней
энергии в симметричном по индексам а и Ь виде:

Ё = 0(ψ (К) = 2 "afaa + \ 5J β К , Пь) [ааЬ +1#] (ΡΛ) βα6], (56)
а а,Ь

а , ч [ПаЧ а ф Ь,
β (Па, Пь) = \ \ '

[ 1 а = Ь .

Отметим, что при а~Ъ Г^ 1 (РаЪ) = 1. Введем, следуя Рутану50, кулонов-
ский аъ и обменный рь операторы, определив их соотношениями:
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α6 (ι) φα (i) = К φ;(/) Φ» (/) Sad V,] φα (i),
(57)

Ьь (0 Φα (0 = [Ι ψΐ (/) Φ. (/) gtl d Κ/] φ 6 (i).

Нетрудно проверить, что операторы аь и β6 являются эрмитовыми, т. е.
удовлетворяют соотношениям *

ь|ф) = ( ф ' 1 ^ Н ' > ,
(58)

Операторы (57) позволяют записать кулоновский и обменный интегра-
лы, как одноэлектронные:

ССаЬ = (φα | «6 | фо) = <ф* | «а | фй>,

βα6 = (Фа 1 % \ Фа) = <фб Ι βα 1 Фь).

Для средней энергии Ε (56) с учетом формул (59) получим выражение

Ё = 2 Пп ( ф а | / ! ф„) + j ^ β («α, «б) (Φα 1 «6 + Γ^ 1 (Ρώ) β6 | Φα). (60)
α,6

Таким образом, решение вариационной задачи (54), (55) заключается
в нахождении набора орбиталей φα, минимизирующих энергию (60),
рри выполнении условий ортонормированности орбиталей

(Φα|φ6> = δα6. (61)

Эта задача может быть решена методом Лагранжа и сводится к на-
хождению безусловного экстремума функционала

J = 2 О М "3 + -J- 2 β К «б) & + № (Pab) β61 Φα) - ^ ε*α (ф« 1 Фб), (62)
α \ 2 6 Х аЬ

где εα6 множители Лагранжа. Для этого надо найти первую вариацию
функционала /. При взятии вариации по фь* и фь удобно воспользо-
ваться эквивалентностью двух форм записи кулоновского и обменного
интегралов (59). Учет эрмитовости операторов f, а,ь, β6 позволяет пред-
ставить вариацию в виде

6 / a,b

Ό | tlaf ~h 2 β ("a ' n*) t a * "Ь ^« (Pab) βδ] | φα Ν — 2 (^φα Ι εα6 φί;)· (63)
a \ 6 / a,6 |

Приравнивая δ/ нулю и учитывая независимость вариаций δφβ и δφβ*.
получим две комплексно-сопряженных системы уравнений, условием
эквивалентности которых является эрмитовость матрицы коэффициен-
тов Лагранжа:

гЬа = 8 ^ . (64)

Искомый набор минимизирующих орбиталей должен быть решением

* Напомним, что <ψ|αί,|φ> = J ty*a,bq>dV.



1048 И. Г. Каплан

системы интегро-дифференциальных уравнений

Жа<ра = 2 ЪаЩ, О = 1, 2, . . . tf — /П (65)

с одноэлектронлым гамильтонианом

Жа = Па! + 2J β (П«. «») [«» + Г « ] (Я*) β»]. (66)
ь

Система (Ν—т) уравнений (65), (66) содержит (Ν—т) неизвестных
функций φα (для конфигурации однократно заполненных орбиталей
имеем N функций, для конфигурации Ко со всеми двукратно заполнен-
ными орбиталями — Ν/2 функции) и (Ν—т)2 неизвестных множителей
Лагранжа гЬа. Поэтому ее необходимо дополнить еще (Ν—т)2 уравне-
ниями. Умножив (65) на φ»* и проинтегрировав по всему пространству,
получим

гьа = (уь\Жа\у^. (67)

На практике удобнее пользоваться более симметричной формой записи
для множителей Лагранжа:

Bba = j(4>b\$a + $b\ya}. (68)

Уравнения (65) описывают состояние произвольной молекулярной
конфигурации со значением полного спина 5. В этом общем случае
каждой орбитали φα соответствует свой гамильтониан Жа; коэффициен-
ты гЬа не имеют определенного физического смысла.

Для замкнутой электронной оболочки, когда все орбитали двукрат-
но заполнены, уравнения (65) упрощаются. Такому состоянию отве-
чает спин 5 = 0 , а орбитальная схема Юнга |А] = [2 т ] . Учитывая, что
Г12"'(-Рог,)— —1/2 (см. 1 4 ) , па=пь=2 и аь §ь эквивалентны при а=Ь,
получим, что все орбитали конфигурации Ко удовлетворяют одному
уравнению

ЖоЧ>а = 2 1 гЬаЧЬ, (69)
ъ

&о = 2/ + 2 2](2£»-&). (70)
ь

Нетрудно показать (см. 5 0), что оператор (70) инвариантен относитель-
но произвольного унитарного преобразования орбиталей. Используя в
качестве унитарного преобразования преобразование, которое диаго-
нализирует эрмитову матрицу множителей Лагранжа (68), уравнения
)(69) можно преобразовать к виду задачи на собственные значения опе-
ратора 5̂ о-

^ (71)

Множитель 2 перед га введен для того, чтобы εα имела смысл энергии
электрона на орбитали <ро". Вынося аналогичный множитель из опера-

* Необходимость введения множителя 2 для интерпретации φ 0 как одноэлектрон-
ной энергии связана с тем, что при учете условий связи с помощью множителя Лагран-
жа в формуле (62) суммирование проводилось только по орбиталям без учета крат-
иостей их заполнения. Поэтому в уравнениях СПП, представленных в виде задачи на
собственные значения одноэлектронного оператора 3@α(ί), εα характеризует суммарную
энергию всех электронов, находящихся на орбитали φα, τ. е. для двукратно заполнен-
ной орбитали — энергию двух электронов.
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тора Ж„ (70), получаем известное уравнение Хартри — Фока для за-
мкнутой оболочки:

α, (72)

у^%). (73)
ь

Орбитали, удовлетворяющие уравнениям Хартри — Фока (72), яв-
ляются собственными функциями одного гамильтониана. Отсюда сразу
следует: а) самосогласованные орбитали, отвечающие различным соб-
ственным значениям уравнения (72), ортогональны друг другу; б) ор-
битали, отвечающие одному собственному значению, преобразуются по
неприводимым представлениям группы симметрии гамильтониана (если
нет случайного вырождения).

Оператор Звй состоит из одноэлектронного оператора f, симметрия
которого определяется равновесной конфигурацией ядер, т. е. совпадает
с группой симметрии молекулы, и зависящей от орбиталей суммы ку-
лоновского и обменного операторов. Последняя сумма, как уже упо-
миналось выше, является скаляром по отношению к операциям уни-
тарной группы, а следовательно, и по отношению к операциям ее точеч-
ной подгруппы. Поэтому симметрия гамильтониана совпадает с сим-
метрией оператора f, и решения уравнения Хартри — Фока должны пре-
образовываться по неприводимым представлениям точечной группы
симметрии молекулы.

Очевидно, что

еа = <φα I Жо Ι φα> = faa + ^ (2αα6 — βα6). (74)
ь

Если просуммировать теперь энергии εα по всем электронам, то мы
найдем что

Σ Μ · (75)
а а а,Ь

С другой стороны, полная энергия электронов для рассматриваемой
конфигурации Ко, согласно (50), равна

£„ = 2 2 /« + 2 (2овб - Μ, (76)

т. е. сумма одноэлектронных энергий больше полной энергии системы
на энергию взаимодействия электронов. Это связано с тем, что, сумми-
руя по всем электронам, мы взаимодействие каждой пары электронов
включаем дважды. Отметим, что именно из-за того, что полная энергия
не равна сумме одноэлектронных, заполнение орбитальных состояний
не всегда происходит в порядке возрастания га, так как член с взаимо-
действием 2 (2аоь—βαί,) может компенсировать проигрыш в энергии,

а.Ь

получаемый при «неправильном» заполнении орбиталей.
Выражение для полной энергии (76) можно записать и в аддитив-

ном виде:

Ео = 2 №«, + 2 (2(Х°Ь -Μ) = ?, С (77)
а \ Ь ' а

га = 2εα — ^ (2ааЬ — Раь), (78)
ъ
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т. е. представить электронную энергию в виде суммы соответствующим
образом перенормированных одноэлектронных энергий. Это объясняет,
почему при соответствующем выборе параметров в некоторых полуэм-
пирических расчетах можно явно не учитывать взаимодействие элект-
ронов (например, в методе Хюккеля).

VIII. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АППАРАТА НЕПРЕРЫВНЫХ ГРУПП

В КВАНТОВОХИМИЧЕСКИХ РАСЧЕТАХ

Математический аппарат унитарных групп может быть использо-
ван не только для классификации состояний 38~41· м , но и непосредствен-
но при расчете матрицы гамильтониана 6~9· 59~60. Его применение бази-
руется на следующих обстоятельствах.

Многоэлектронная волновая функция всегда может быть разложена
в ряд по произведениям ортонормированных одноэлектронных функций
|(спин-орбиталей). Такое разложение является точным при учете всех
конфигураций на полном (бесконечном) наборе одноэлектронных функ-
ций. В практических расчетах естественно исходят из конечного набо-
ра; обозначим его порядок 2q. Такие 2<7-ортонормированные спин-орби-
тали могут рассматриваться как базисные орты некоторого 2^-мерного
векторного пространства. Полная многоэлектронная волновая функция
строится из произведений N векторов такого пространства и является
антисимметричным тензором ранга N в пространстве 2<7-измерений. На
исходном одноэлектронном базисе может быть построен модельный га-
мильтониан, для которого данная многоэлектронная функция является
не приближенной, а точной собственной функцией. В представлении
вторичного квантования модельный гамильтониан имеет следующий
вид:

Ж = 2 ^ а ' + Т Σ gk.m.ina^anai, (79)
k,l kt,m,n

где операторы рождения ак

+ и уничтожения ак электрона в состоянии
0 Λ = φ β χ σ Λ удовлетворяют фермионным соотношениям коммутации:

[ак, а\\+ = bki, [α+, α+]+ = [ak, α,]+ = 0. (80)

Для операторов ft и gi}, не зависящих от спина, матричные элементы
равны

fkl — bakotfab, gkm.ln = &akafiamangab.cd, (81)

где одноэлектронные и двухэлектронные матричные элементы fab и
gab, ы определены на орбиталях <р„, а не на спин-орбиталях 0к.

Если матричные элементы (81) не вычисляются, а находятся из
сравнения с экспериментальными данными, то (79) является полу-
эмпирическим модельным гамильтонианом. Так, в гамильтониане Пари-
зера — Парра — Попла

gab,cd = &at$bdlab, (82)

а в гамильтониане Хаббарда
gab.cd — bacbbd$abl- (83)

Используя антикоммутационные соотношения (80), нетрудно пока-
зать, что коммутатор

ΐ' KM b + б^щ. (84)
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Соотношения (84) совпадают с коммутационными соотношениями для
инфинитезимальных генераторов унитарной группы, определяющих
структурные константы соответствующей алгебры Л и 6 · 1 7 :

[Еki, Εmn]_ = bimEkn—$hiEmi. (85)

Следовательно, операторы ah

+at алгебраически эквивалентны инфини-
тезимальным генераторам Еы унитарной группы и могут быть отожде-
ствлены с ними.

Поскольку

а+а^апсц = а+сца^ап — δ / ΐ ηύ£αη, (86)

гамильтониан (79) может быть выражен через генераторы Еы. А именно

2? 1

<М ~ 2 fblEkl + — 2 Skm,ln [EklEmn — btmEkn]· (87)
k,l k,l,m,n

Как уже упоминалось выше, многоэлектронная волновая функция
является антисимметричным тензором iV-ro ранга в пространстве 2q
измерений. Поскольку гамильтониан предполагается не зависящим от
спиновых переменных, полная волновая функция может быть развита
на координатную и спиновую, причем координатная волновая функция
определена в пространстве q измерений. При унитарных преобразова-
ниях пространства координатная волновая функция преобразуется по
тензорному представлению группы U4. Как известно 14· 52

( это представ-
ление разбивается на неприводимые представления £/,w при симметри-
зации тензора в соответствии со схемой Юнга из N клеток. Еще в 1950 г.
Гельфандом и Цейтлиным "•54 был определен канонический баогс для
неприводимых представлений унитарной группы, в котором имеют ме-
сто простые формулы для матричных элементов инфинитезмальных ге-
нераторов унитарной группы. Поскольку гамильтониан (87) является
полиномом второй степени относительно генераторов Еи, проблема вы-
числения матричных элементов при использовании базиса Гельфанда —
Цейтлина становится очень простой.

Подобный подход был предложен Матсеном 6 и реализован Палду-
сом 8 для расчета на ЭВМ. в приближении метода конфигурационного
взаимодействия. Составленная программа очень эффективна. Так, для
шестиэлектронной задачи и гамильтониана Паризера — Парра — Попла
время расчета на компьютере IBM 360/75 полной матрицы конфигура-
ционного взаимодействия для синглетных состояний (порядок матрицы
175x175) либо триплетных состояний (порядок матрицы 198X198)
составляет меньше 1 сек8.

Применение аналогичного подхода для расчета атомных состояний
было предложено Патерой55 и Хартером 9 · 5 6 . Как известно14·57, в цент-
ральном поле при орбитальном моменте электрона 1^2 возникает про-
блема дополнительных квантовых чисел, идентифицирующих состояние,
поскольку одно и то же значение полного орбитального момента L
может встречаться несколько раз в конфигурации. Для однооболочеч-
ной конфигурации lN пространство ортогональных орбиталей имеет раз-
мерность 2/+1. При унитарных преобразованиях этого пространства
многоэлектронная координатная функция преобразуется по тензорному
представлению группы унитарных преобразований И21+1. Базис Гель-
фанда — Цейтлина выделяет неприводимые представления ί̂ 'Ι/ΊιΗ отве«
чает редукции в цепочке групп U2i+iCiU2i =э \}21-^. . .=>U[. Такая ре-
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дукция обеспечивает получение полного набора квантовых чисел для
всех многоэлектронных состояний.

Однако, хотя волновые функции в базисе Гельфанда — Цейтлина
являются собственными функциями операторов Sz, Sz и Lz, они не отве-
чают определенному значению орбитального момента L. Это приводит
к большим порядкам секулярных уравнений. Для современных быст-
родействующих ЭВМ последнее не является проблемой, однако, для
проведения аналитических расчетов общепринятая методика расчетов
с помощью техники Рака нам представляется гораздо более удобной.
Поэтому мы не видим достаточно оснований для высказываемого в кни-
ге Хартера и Патерсона 9 мнения, что метод расчета с помощью аппа-
рата унитарных групп должен полностью заменить метод Рака. Более-
подробное сопоставление обоих методов содержится в рецензии58 на
книгуs.
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